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Abstract 

The nonautonomous coupled nonlinear Schrödinger system, an important physical model, plays a significant role in the 

applications of optics, Bose-Einstein condensates, etc. By using the gauge transformation, a connection between the above model 

and the classical coupled nonlinear Schrodinger system can be constructed; thus the calculation is simplified. In addition,  different 

kinds of solutions to the system can be obtained by appropriate selection of the variable coefficients.  
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摘  要：非自治耦合非线性薛定谔系统是一类重要的物理模型，在光学、玻色-爱因斯坦凝聚等领域有重要的应用。利用

规范变换，可将该系统与经典的耦合非线性薛定谔系统联系起来。从而简化其求解过程，通过对变系数进行适当的选

择，可以得到非自治耦合非线性薛定谔系统的更为丰富的解。 
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引言 

非线性薛定谔方程是非线性科学领域最基本也最重要的方程之一，它可以用来建立浅水波模型及模拟

光在光纤中的传输，它出现在应用数学和物理的许多分支中，包括非线性量子场论理论、凝聚态物理、生

物物理等。非线性薛定谔方程具有孤立子解。孤立子的主要特征是以一个局域波的形式存在，即使两个孤

立波碰撞后也仍保持原有的形状和速度[1]。1965 年美国著名科学家 Zabusky 和 Kruskal 用数值模拟方法详细

地考察了等离子体中孤立子碰撞的非线性相互作用过程，得到了比较完整和丰富的结果，并进一步证实了

孤立子相互作用后不改变波形的论断[2]。现在，已经形成了较为完整的孤立子理论。在非线性光学研究领域

里，若已知非线性薛定谔方程的表达式，那么就可以给出孤立子解的数学表达形式。同时非线性薛定谔方

程具有无穷多守恒律，它已经成功的解释了大量的非线性现象，尤其是被广泛的用于研究孤立子的产生及

传输。例如，利用光纤中的光孤立子可以保持波形不变的传播特性，可成功地完成光孤立子通信上万里的

实验，而利用高阶光孤立子的特性，可有效地压窄光脉冲[3]。 

非自治耦合薛定谔方程是一类重要的物理模型，在非线性光学，玻色-爱因斯坦凝聚等领域都有重要的

应用[4]。其方程具有很多变系数项，因此可以更好的描述现实中的一些现象，其解也可以更好的与实际相对

应。对于耦合薛定谔方程的求解问题，国内外有很多专家学者都对其进行了深入的研究[5-8]。但对于非自治

的耦合薛定谔方程，由于方程的复杂性，它的求解往往很困难。贺劲松和李翊神通过引入规范变换，研究
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了变系数非线性薛定谔方程与常系数非线性薛定谔方程之间的联系[9]。进而从常系数非线性薛定谔方程的解

出发，得到变系数系统的解。本文推广了该规范变换，将其应用到非自治耦合薛定谔方程中，从而简化其

求解。并且通过对方程的变系数选择合适的函数，可以得到非自治耦合薛定谔方程的更丰富的解。 

1 非自治耦合薛定谔方程 

考虑如下的非自治耦合薛定谔方程 

 2 2
1 1 1 1 2 2 1 1 0t xxi a b b v                                                              (1) 

 2 2
2 2 1 1 2 2 2 2 0t xxi a b b v                                                             (2) 

其中        1 1 2 2, , , , , , ,a a x t b b x t b b x t v v x t    为待定的函数。在这里  ,a x t 代表群散射速度，

   1 2, , ,b x t b x t 代表非线性交互项，  ,v x t 代表外势。如果我们选择 1 21/ 2, 1, 0a b b v    ，那么我们就可

以得到经典的耦合薛定谔方程 

 2 2
1 1 1 2 1

1
0

2
T XXiq q q q q                                                              (3) 

 2 2
2 2 1 2 2

1
0

2
T XXiq q q q q                                                             (4) 

为了建立方程（1）-（2）和方程（3）-（4）之间的联系，引入变换 

       ,
1 1 1, , , ,

i x t
x t q X T p x t e


                                                             (5) 

       ,
2 2 2, , , ,

i x t
x t q X T p x t e


                                                            (6) 

其中    , ,X X x t T T t  。为了保证方程的变换是成立的，我们需要取 T 为只和时间相关的函数。 

经过计算，我们发现方程（1）-（2）的系数与变换（5）-（6）存在关系 
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1 2

, ,
2
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x
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                                                                   (7) 

进一步的，通过研究方程的可积性条件，我们可以得到如下的关系式 
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                                        (8) 

其中 1 2 3( ), ( ), ( ), ( )F x f t f t f t 是待定的 x 或者 t 的函数。 

如果我们选择合适的 1 2 3( ), ( ), ( ), ( )F x f t f t f t ，我们就可以得到一个特殊的非自治的耦合薛定谔方程组。

实际上，这里的 1 2 3( ), ( ), ( ), ( )F x f t f t f t 并不是任意的。我们对于实际实验中的外势往往会加上一些限制，也

就是方程（1）-（2）中的  ,v x t ，然后才能讨论在相关外势的条件下我们所研究的非自治系统的解具有怎

样的性质。一般来说，当给定  ,v x t 之后，方程（1）-（2）是很难进行求解的。但是我们目前得到了关系

式（8），我们可以研究方程（3）-（4）的解。然后利用变换（5）-（6）就可以得到方程（1）-（2）的

解，从而大大简化了求解的过程。 

2 耦合薛定谔方程的求解 

在本文中，我们主要利用达布变换的方法来得到耦合薛定谔方程的孤立子解。 
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耦合薛定谔方程的拉克斯对为 

,x tU V                                                                          (9) 

其中 

 2 22
1 2 1 1 2 2

1 2
2* * * 2 *

1 1 1 1 2 1
*
2 2* * * 2

2 2 1 2 2

1 1 1

2 2 2
1 1 1

0 ,
2 2 2

0 1 1 1

2 2 2

X X

X

X

i i q q iq q iq q
i q q

U q i V iq q i i q iq q

q i
iq q iq q i i q

  


  


 

 
     

   
       
          

 

                       (10) 

为 3 阶矩阵， 1 2 3( , , )T     为拉克斯方程的特征函数，即方程（9）的解。对于耦合薛定谔方程的

拉克斯对，可以通过达布变换方法从种子解出发，得到更多类型的解。适用于耦合薛定谔方程的达布变换

为 

* *
1 2

1 1 22 2
1 2 3

2 ( )cw i
q q

   
 

    

                                                              (11) 

* *
1 3

2 2 22 2
1 2 3

2 ( )cw i
q q

   
 

    

                                                               (12) 

为了得到孤立子解，我们可以令种子解 1 2 0cw cwq q  ，并且取特征值 R Ii    ，这样一来，通过解

方程（9）我们可以得到特征函数的具体表达式， 

 
2 2 2

1 2 3, ,
T

i X i T i X i T i X i Tc e c e c e                                                             (13) 

进一步利用达布变换公式（11）-（12），我们可以得到耦合薛定谔方程的孤立子解为 

0

*
1 2

1 022
2 3

2 sec ( )I
iF C

I R

c c
q e h F C

c c
  

 


                                                       (14) 

0

*
1 3

2 022
2 3

2 sec ( )I
iF C

I R

c c
q e h F C

c c
  

 


                                                        (15) 

其中
2

12 2
0 22

2 3

1
2 4 , 2 2 2 , ln

2
R I R I I R R I

c
F X T F X T T C

c c
           


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3 非自治耦合薛定谔方程的求解 

在得到耦合薛定谔方程的孤立子解（14）-（15）后，再借助关系式（8）以及（5）-（6），我们就可

以得到非自治耦合薛定谔方程的解。在本文中，我们主要考虑光学中在超格势阱影响下的非自治耦合薛定

谔系统的亮孤立子解的动力学行为。为了得到超格势阱，我们需要假设关系式（8）中的待定函数为 

1 2 3
1

( ) , 1,
cos(2 ) cos( )

F x f f f t
x x d

   
 

                                                  (16) 

基于上述假设，我们可以得到势阱的表达式为 

4 3 215 9 75 23 1 1
5cos cos ( )cos ( )cos

16 4 16 8 8 2
v x x d x d x d                                           (17) 

势阱的图像如图 1 所示，对于经典耦合薛定谔方程来说，一般孤立子解的背景为零，而对于非自治系

统，往往附加了外势的作用。本文中给出的就是由三角函数生成的一种超格势阱，而我们所得到的孤立子

解就是在这个势阱的影响下产生的孤立子解。 

进一步，我们还可以得到非自治耦合薛定谔方程的相关系数 1 2( , ), ( , ), ( , )a x t b x t b x t 的具体的表达式。同

时，在已知条件（17）的前提下，我们可以由关系式（8）得到我们给出的规范变换中 1( , )p x t ， 2 ( , )p x t  以

及 ( , )x t 的具体的表达式。而我们希望求的非自治耦合薛定谔方程的亮孤立子解即 
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  0

*
( , )1 2

1 1 022
2 3

( , ) *2 sec ( )*I
iF C i x t
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c c
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c c

   
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
                                       (18) 

  0

*
( , )1 3

2 2 022
2 3

( , ) *2 sec ( )*I
iF C i x t

I R

c c
p x t e h F C e

c c

   
 


                                      (19) 

          
(a)  d=1.2                                                                                                (b) d=3 

图 1 非自治耦合薛定谔方程的势阱 

利用 maple 软件，我们可以做出在势阱影响下的非自治耦合薛定谔方程的亮孤立子解的图像。从图 2 我

们可以看出，由于有外部势阱的影响，亮孤立子解在形状上以及运动轨迹上都发生了很大的变化。而且随

着 d 的取值的不同，势阱对于孤立子解的影响也在发生改变。 

          
(a) d=1.2                                                                                               (b) d=3 

图 2 非自治耦合薛定谔方程的亮孤立子解 

在这里，我们给出了非自治耦合薛定谔方程的一阶亮孤立子解的图像，如果多次运用达布变换，我们

还可以得到多孤立子解。 

4 结论 

利用规范变换，可以建立非自治耦合薛定谔方程与经典的耦合薛定谔方程之间的联系。对于经典的耦

合薛定谔方程，可以通过达布变换进行求解。借助于本文中的规范变换，可以得到非自治耦合薛定谔方程

的孤立子解。这给我们提供了一个简捷的方法来研究非自治耦合薛定谔方程的求解问题。通过选择适当的

初始函数，本文研究了超格势阱下的非自治耦合薛定谔方程的亮孤立子解。非自治耦合薛定谔方程涵盖了

许多重要的物理模型，在本文基础上，以后还可以研究别的势阱下的孤立子解的变化，并且深入讨论不同

势阱对于孤立子解的影响。除了亮孤立子解外，非自治耦合薛定谔方程还具有其它类型的解，如暗孤立子

解，怪波解等等。接下来我们还将研究非自治耦合薛定谔方程的别的类型的解的求解问题以及研究不同类
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型的解之间的相互作用。 
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