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Abstract 

To overcome the “staircase effect” brought by the traditional integer order ROF image denoising model in smooth regions and the 

poor visual effect brought by LLT image denoising model although which can suppress the staircase effect, we proposed a new 

image denoising model with the fractional partial differential equations in this paper, and discussed the influence of fractional 

order v and p value in the new model on the denoising results which was then well evaluated by comparison from the aspects of 

subjective visual effects and PSNR. Experiments show that compared with the two-order ROF model, the four-order LLT model as 

well as the fractional order ROF model, the new model not only can suppress the staircase effect, but also can improve the image 

of the peak signal to noise ratio, and can better preserve the image edge and texture details under the action of  the optimal 

fractional order v and appropriate p values. 

Keywords: Image Denoising; Staircase Effect; Partial Differential Equations; Fractional Differential; Digital Image Process

一种新的分数阶偏微分方程图像去噪模型 
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摘  要：为克服传统整数阶 ROF图像去噪模型在平坦区的阶梯效应，四阶的 LLT图像去噪模型虽然能抑制阶梯效应但是

去噪后图像视觉效果不好的缺点，提出了一种新的分数阶偏微分方程的图像去噪模型。讨论了新模型中分数阶阶次 v 与

p 值对去噪结果的影响，并从主观视觉效果和客观峰值信号比(PSNR)方面对图像的去噪效果进行了评价。实验证明，与

二阶的 ROF模型，四阶的 LLT模型以及分数阶的 ROF模型相比，新的去噪模型在最优的分数阶阶次 v与一定范围内 P

值的作用下能够更好的抑制阶梯效应，并且能够在提高图像的峰值信噪比的同时更好的保留图像的边缘和纹理等细节的

优点。 

关键词：图像去噪；阶梯效应；偏微分方程；分数阶微分；数字图像处理 

引言 

图像去噪一直以来就是图像处理中的重要问题，图像去噪的主要目的就是去除影响图像主要信息的噪

声部分，同时又希望不破坏图像本身真实信息的边缘和细节部分。传统的去噪方法主要是滤除图像的高频

成分来达到去除噪声的目的，这样就不可避免的滤除了图像的一些边缘和纹理细节，导致去噪后的图像出

现模糊。近 20 年来，偏微分方程和泛函分析理论已成为图像分析领域的重要方法。传统的偏微分方程用于

图像去噪的方法有二阶的 ROF 模型[1]和四阶的偏微分方程（LLT 模型）[2]，这些整数阶偏微分方程模型在

图像去噪领域最重要的贡献就是引入了各向异性扩散的思想，它们比一般的各向同性扩散的去噪方法在图

像纹理信息保护方面有很大提高。然而这些传统的偏微分方程方法在不同程度上同样存在着各自的缺点，

ROF 模型在图像去噪的过程中虽然能够较好的保护图像的边缘，但是在平滑区可能会出现阶梯效应。为了

消除 ROF 模型的这一缺点 You 等人提出了四阶的偏微分方程的模型，它能消除阶梯效应，然而它在去噪效
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率和保护边缘方面还有待进一步的改善。近年来，分数阶微积分理论[3-6]已被很多学者应用到图像底层处理

中并取得了较好的效果，蒲亦非[7-15]等人将分数阶微分引入数字图像处理，提出了数字图像分数阶微分掩模

及其数值运算方法。结果1证明分数阶微分可以在提高信号高频成分的同时非线性的保留信号中的甚低频，

把它引入图像处理中，可以在增强边缘的同时，更好的保留图像平滑区的纹理细节。冯初像[16]等人提出了

基于分数阶微分理论的各向异性扩散图像去噪模型，并给出了其在频域相关的数值运算。张军，韦志辉 [19，

20]等人把经典的分数阶微分 G-L 定义结合 ROF 模型提出了一类基于分数阶偏微分方程的图像去噪模型。本

文模型将在他们的基础上提出了一种新的分数阶偏微分方程图像去噪模型，通过分数阶阶次 v 与 P 值调节扩

散系数 1/|   |   ，来更好的保护图像的边缘与纹理细节信息，实验证明本文去噪模型不仅能够抑制阶梯效

应，还有在去噪的同时更好的保护图像的边缘与纹理细节，去噪效率良好等优点。 

1 相关模型 

1.1 传统整数阶图像去噪模型 

在许多情况下降质图像可以表示为： 

        , y u x, y ,
0

 u x n x y                                                                         (1) 

其 中 ：        为 退 化 图 像 ，       为 原 图 像 ，       为 加 性 噪 声 。 从 逼 近 论 的 角 度 来

看，去噪的本质就是找出     的近似解 即： 

                 
2inf ( )

0
 u u dxdy                                                                         (2) 

对于该不适定问题，通常如下正则化方法求解: 

   
21

min λ
02

   R u dxdy u u dxdy
u

                                                      (3) 

其中：第一项为正则项，第二项为保真项， 为正则化参数。Rudin-Osher-Fatemi 在 1992 年提出了一种

经典的正则化方法-ROF 去噪模型,其能量泛函的表达式如下： 

 
2λ

( )
02

     E u u dxdy u u dxdy                                                       (4) 

式(13)中：等式右边第一项为正则项，它在极小化的过程中起到抑制噪声的作用，第二项为保真项，它

控制着噪声图像与原图像的差异， 为正则化参数，它在正则项与保真项之间起着平衡的作用，|  |为图像

的梯度模， 为图像的支撑域。 

基于偏微分方程的图像去噪模型的去噪实质可以理解为为一个能量泛函寻找极小值的能量耗散的过

程。ROF 去噪模型的对应的欧拉-拉格朗日方程以及对应的最速下降法为： 

u
( ) ( )

0


 
  

 

u
div u u

t u
                                                                  (5) 

从式(14)可知，ROF 去噪模型的扩散系数为 1/|  |，在图像边缘处|  |很大，扩散系数小，能比较好的

保留图像的边缘信息，在图像平滑区|  |较小，扩散系数较大，能起到较好的去噪作用。然而，虽然 ROF

去噪模型能够较好的保护图像的边缘信息，但是在平滑区域仍然会出现过度扩散而产生阶梯效应。为了抑

制阶梯效应，学者们提出了用高阶微分算子构造正则项的方法，其中以四阶的 LLT 模型应用的最为广泛，

然而，LLT 去噪模型虽然能够抑制阶梯效应，但是有去噪效果不理想，去噪速度慢的缺点。 

1.2 基于分数阶偏微分方程的图像去噪模型 

1.2.1 分数阶 ROF 模型 

针对上面两个方法的缺点，一些学者[23,24]把整数阶扩展到分数阶得到了基于分数阶微分理论去噪模型的
                                                           
*基金资助：受国家自然科学基金支持资助（61571312）。 
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能量泛函（分数阶 ROF 模型）： 

   
2λ

02
=  

vE u D u dxdy u u dxdy                                                     (6) 

 

式(15)中：  为分数阶微分算子， ( , )
 


 

v v
v

D
v vx y

,
v

D u 为分数阶梯度， vD u 为分数阶梯度模值，

,
 

  
 

v v vD u D u D u
x y

，  
22

     
   

 

v v vD u D u D u
x y

，v 为分数阶阶次， 为一个较小正数，防止分数阶梯

度为零。从式(15)可以看出当 v=1 时模型就变化为 ROF 模型，当 v=2 时模型就变化为 LLT 模型，整数阶模

型只是分数阶模型一个特殊的形式。利用变分原理求解式(15)的极小值，得到其该能量泛函的最速下降流的

极小值求解方法： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0


      


vv D uD uu yv vxD D u u
x yv vt D u D u

                                              (7) 

 

其中： ( )
v

D
x

为
v

D
x
的共轭， ( )

v
D

y
为

v
D

y
的共轭。 

1.2.2 新的分数阶偏微分方程图像去噪模型 

针对偏微分方程图像去噪的一些突出问题，以分数阶全变差的思想，本文在分数阶 ROF 去噪模型的基

础上提出了一种新的分数阶偏微分方程的去噪模型: 
 

 

           
21 λ

( ) , [1,2], (0,2)
02

    

p
vE u D u dxdy u u dxdy v p

p
                                 (8) 

 
 

其中： 2 2( ( ) ( ) )  

p p
v v vD u D u D ux y ，  ( , )

v v v
D u D u D u

x y
， ,（ ）

 


 

v vv
D v vx y

。  为一个较小正

数，防止分数阶梯度为零。引入时间变量 t，利用最速下降流的方法可以得到下面的非线性方程(9) 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
02 2


      

 

vv D uD uu yv vxD D u u
x yp pt v vD u D u

                                     (9) 

 

从式(9)中可知，本文去噪模型的扩散系数为 1/|   |   ，通过 v（v      ）和 p（p      ）调节扩散

系数，来更有效的控制噪声图像的去噪效果。 

1.2.3 数值计算 

离散图像 u(x,y)的二维离散 Fourier 变换和反 Fourier 变换分别为： 
 

 

1 2 ( )1 1 2( , ) ( , )exp( ), , 0,1 , 1
1 2 1 2

, 0

  
   

  
  



m j x y
u u x y m

m mx y

                          (10) 

 
 

   
1 2 ( )1 1 2( , ) ( , )exp( ), , 0,1 , 1,

, 0
1 2

  

 

  
  



m j x y
u x y u x y x y m

m m
                            (11) 

 
 

j 为虚数单位。由二维离散 Fourier 变换和反 Fourier 变换的平移性质可知 n 阶差分在频域的等价形式

为： 

           
2

1(1 exp( )) ( , ),
1 2


 


 

jn nD u u
x m

                                                       (12) 
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2

2(1 exp( )) ( , ),
1 2


 


 

jn nD u u
y m

                                                   (13) 
 

 

因此，将整数阶推广到分数阶得到分数阶差分在频域的定义为： 
 

 

2
1(1 exp( )) ( , ),

1 2


 


 

jv vD u u
x m

                                                    (14) 

 
 

2
1(1 exp( )) ( , ),

1 2


 


 

jv vD u u
y m

                                                      (15) 
 

 

故对式(18)两边进行 Fourier 变换可得：  

( ( ) ( ))
1 2 2

    
  

vv D uD u yxu u t K FT K FT
n n x yp p

v vD u D u

                              (16) 

 

其中：FT( )为傅里叶变换，  为时间步长，  
 ，  

 为频域算子， 
 

 

2 2
1 1( ((1 exp( )) exp( ) ( , )))

1 2

 
 

   
j jvK diag conj u

x m m
                                (17) 

 

 

2 2
2 2( ((1 exp( )) exp( ) ( , )))

1 2

 
 

   
j jvK diag conj u

y m m
                               (18) 

2 实验结果与分析 

为了验证本文模型的有效性，在 matlab2012b 平台上进行了大量的实验。采用峰值信噪比(PSNR)作为去

噪性能的客观评价尺度，PSNR 越大表明图像的去噪过程中图像失真越小。但是很多实验结果的显示，

PSNR 最大的时候图像的视觉效果不一定好，所以本文实验将从主客观对图像进行评价。对 512×512 的 lena

图像加入期望为 0，    的随机噪声，得到其噪声图像，再分别采用 ROF 模型，LLT 模型，分数阶 ROF

模型以及本文的去噪模型对噪声图像进行去噪处理，从图 2(a)(b)(c)(d)(e)(f)和表 1 中可以看出无论从图像的

视觉效果还是图像的 PSNR，本文提出的模型都要优于前面 3 种方法。 

从新的去噪模型来看还要确定在一定的噪声强度的最优分数阶阶次 v 以及最优的 P 值，表 2 为本文去噪

模型处理 512×512 加噪的 lena 图像（噪声为期望为 0，标准差为    的随机噪声）在不同分数阶阶次

v(v      )以及不同的 P 值（p      ）下的 PSNR 值。 

 

 
（a）原图                           (b)噪声图像                            (c) ROF                                (d)LLT 

 
(e)分数阶 ROF                  (f)本文模型               (g)图（c）的局部放大       (h)图(f)的局部放大 

图 2   本文方法与其它模型的去噪效果对比
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表 1 不同的噪声强度四种偏微分方程方法的 PSNR 对比 

σ 

PSNR 

加噪 

lena图像 
ROF方法 LLT方法 分数阶ROF法 本文去噪方法 

15 24.61 32.18 29.86 32.50 32.93 

20 22.12 30.97 28.97 31.15 31.68 

25 20.18 30.03 28.47 30.31 30.70 

表 2 本文方法不同 V 和 P 值处理 lena 的 PSNR 

    p 

v 

0.2 0.6 

 

1 

 

1.2 

 

1.6 

 

1 29.57 30.21 30.10 30.30 29.61 

1.2 30.39 30.66 30.51 30.27 29.57 

1.4 30.58 30.66 30.37 30.12 29.50 

1.6 30.62 30.60 30.22 29.96 29.35 

1.8 30.59 30.50 30.08 29.77 29.24 

2 30.18 30.36 29.96 29.69 29.05 

 

从表 2 中可以明显看出调节 v(v      )和 P（p      ）的值能够较好的控制图像的 PSNR。当分数阶的

阶次 v     ，    且 P=0.6 时，图像能获得较高的 PSNR，并通过实验论证当 v=1.3，P=0.6 时，图像的

PSNR 值为 30.70 为最优，结果如图 3 所示。 

 

 

图 3 v=1.3,p=0.6 时 PSNR 与迭代次数的关系 

新模型与分数阶 ROF 模型的区别在于在引入了正则项的 P 次幂（p      ），实验表明 P 值的引入不仅

提高图像的 PSNR 值，而且控制迭代次数 K，从而达到调节去噪速率的作用。表 3 为在分数阶阶次 v=1.2

时，本文模型处理图 2 噪声图像时不同的 P 值（p      ）与 PSNR 和迭代次数 K 的关系，从表 3 中可以看

出随着 P 值的增大，图像的 PSNR 先增加后减小，迭代次数 K 急剧减少。故结合图像的 PSNR 和迭代次数

K，当 0.6<P<1 时，实验的效果最优。 

表 3   P 与 PSNR 以及迭代次数 K 的关系 

P PSNR 迭代次数K 

 0.2   30.35 490 

0.6 30.66      135 

1   30.51      35 

1.2   30.28      17 

1.6 29.55      4 

 

图 4 为本文模型处理加入期望为 0，    的随机噪声的 512×512 的 barb, cameraman 图片在最优的分

数阶阶次 v 和 P 值下的实验结果。 
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（a）噪声图片          （b）本文模型（v=1.3,p=0.1）     （c）噪声图片         （d）本文模型（v=1.3,p=0.6） 

PSNR=20.18                         PSNR=27.80                          PSNR=20.18                         PSNR=30.85 

图 4  本文模型处理不同图片的实验结果 

3 结论 

本文介绍了二阶 ROF 模型和四阶的 LLT 模型各自的优缺点，把分数阶微积分理论引入偏微分方程去噪

模型中，构建了分数阶梯度模值的 p 次幂，提出一种新的分数阶偏微分方程图像去噪模型。ROF，LLT 以及

分数阶的 ROF 模型只是其一种特殊形式，实验结果表明，它有抑制阶梯效应，去噪效率高，较好的保护边

缘和纹理等细节的优点，是一种合理，有效的去噪方法。 
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