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Abstract  

Parameter estimation is a crucial branch of mathematical statistics. This paper aims to theoretically clarify the relationships among 

various specific estimation methods of parameter estimation and their practical significance. The focus is primarily on the 

fundamental theories of moment estimation, maximum likelihood estimation, and interval estimation, systematically examining 

their advantages and limitations. By introducing practical examples, the paper further elucidates the underlying principles of 

parameter estimation, offering a more profound understanding for the selection and application of these methods. 

Keywords: Moment Estimation; Maximum Likelihood Estimation; Interval Estimation 

浅谈参数估计及其应用* 
廉荫涛 1,2，马骊 2†，王旺田 2，王昱婷 1 

1. 甘肃农业大学理学院，甘肃兰州，730070 

2. 甘肃省干旱生境作物学重点实验室 甘肃兰州，730070 

摘 要：参数估计是数理统计的一个重要分支。本文旨在理论上明晰参数估计各个具体估计方法之间的关系以及它们在实

际应用中的价值。主要聚焦于矩估计、最大似然估计和区间估计的基本理论，系统地探讨它们的优缺点。通过引入实际

例子进一步揭示参数估计的本质规律，为方法选择和应用提供更为深刻的认识。 

关键词：矩估计；最大似然估计；区间估计 

引言 

参数估计是在数理统计中对理论研究和实际应用需要，对未知参数或者对含有未知参数的函数进行估

计和对总体的数字特征进行估计的一种方法，它在数理统计中是一个非常重要的方法 0。本文主要介绍参数

估计的两种方法，即点估计与区间估计，并且探讨这两种方法的联系和优缺点。重点是对参数估计的几种

方法的理解，难点是对各种方法联系与区别的掌握。通过本文对参数估计几种方法的研究与探讨，可以更

好的让人们有一个比较清晰的理解.随着数理统计的发展，在各个行业的应用越来越广泛，比如医疗，股

市，建筑，市场消费等，甚至对于一些地震，沙尘暴，海啸等自然灾害的预测都有着举足轻重的作用。参

数估计可以科学且精确地让我们预测一个参数的值，然后通过理论的分析，以达到避免灾害或是获取利益

的效果。因此参数估计这种方法已经不知不觉的应用到了我们生活的方方面面，它对于人们的生活起到了

非常重要的作用，让我们的生活更加的便捷，生活质量也有了一定程度的提升。但是在大众的认知水平

中，对于参数估计的方法，却不是特别的了解，为了让人们能更好的利用参数估计为生产生活服务，本文
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将对常用的参数估计方法做一个比较系统的整理，方便人们更好的了解参数估计，接触参数估计，从而可

以更好的应用到人们的生活之中。这样就会避免在生活当中一些不必要的盲目性，使得人们对事物的发展

趋势和结果，有个相对清晰的判断和把握，为我们更高效，更舒适便捷的生活提供方便。 

1 参数估计常用方法 
1.1 矩估计法 

1.1.1 基本概念 

设 X 为连续型随机变量，其概率分布为 ，或 x 为离散型随机变量，其分布律为

  ( )1 2
; , , ,

k
P X x P x   = =    ，其中

1 2
, , ,

K
   为待估参数，

1 2
, , ,

n
X X X 是来自 X 的样本。 

假设总体 X 的前 K 阶矩： 

( )1 1 2
( ; , , , )l l

K
E X x f x dx   

+

−
= =    （X 为连续型） 

或 

( ) ( )1 1 2
; , , ,

X

l l
k

x R

E X x P x   


= =       (X 为离散型） 1,2,l k=   

其中， 是 X 最可能取值范围存在。一般来说，他们是
1 2
, , ,

K
   的函数，基于样本矩 

1

1 n
l

l i
i

A X
n =

=  。 

依概率收敛于相应的总体矩
1
(1,2, , )k  ，样本矩的连续函数依概率收敛于相应的总体矩的连续函数

的估计量[2]。 

1.1.2 一般步骤 

总体 X 分布函数的未知参数为 1 2( , , , ) ,Tm   =  如果总体的 k 阶原点矩 1 2( ) ( , , , ), 1,2, ,k
k mE X k m   =  = 

存在，我们设总体的 k 阶原点矩与它的样本的 k 阶原点矩相等 

1

1 , 1,2, ,
n

k
k i

i
A X k m

n =

= = 
 

即
1 2

1

1( , , , ) ( ) , 1,2, ,
n

k k
k m i k

i
E X X A k m

n
   

=

 = = = = 
 

从上面式子可得到关于未知量 的解 1 2
ˆ ˆ( , , , ), 1,2, ,i nX X X i m =  = 
     

，取 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ( , , , )Tm   =  作为

1 2( , , , )Tm   =  的估计，就称̂ 为 的矩估计[3]。 
优点：简单易行，意义明确。缺点：矩估计是基于经验分布函数，而经验分布函数要想更接近真实分

布函数，前提条件必须是大样本容量，故在理论上，矩估计是以大样本为应用对象的，所以尽量在大样本

下使用矩估计[4]。 

1.2 最大似然估计 

1.2.1 基本概念 

若总体 X 属离散型，其分布律 { } ( ; )P X x p x = = ，  的形式为已知， 为待估参数，是

可能取值的范围。设
1 2
, ,

N
X X ，X 是来自 X 的样本，则

1 2
, ,

N
X X ，X 的联合分布律为： 
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1

( ; )
n

i
i

p x 
=


 

已知样本
1 2
, ,

N
X X ，X 取到观察值

1 2
, ,

N
x x ，x 的概率，亦即事件

1 1 2 2
{ , , , }

n n
X x X x X x= = = 发

生的概率为： 

1
1

2
( ) ( ( ;, , ; ) ),

i
i

n

n

L L x px xx ，   
=

=  = 
 

这一概率随 的取值而变化，它是 的函数， ( )L  称为样本的似然函数(注意，这里
1 2
, ,

N
x x ，x 是

已知的样本值，它们都是常数[5]。关于最大似然估计法，我们有以下的直观想法：现在已经取到样本值

1 2
, ,

N
x x ，x 了，这表明取到这一样本值的概率 V 比较大，当然不会考虑那些不能使样本

1 2
, ,

N
x x ，x 出现的  作为 的估计，如果已知当

0
 =  时使 ( )L  取很大值，而 中的其

他 的值使 ( )L  取很小值，我们自然认为取
0

 作为未知参数的估计值，较为合理。即： 

1 2 1 2
ˆ, , ; ) max( , , ; )(

n n
L x L xx ，x x ，x


 


 = 

 
这样得到的 ̂ 与样本值

1 2
, ,

N
x x ，x 有关，常记为

1 2
(̂ , , )

n
x x ，x  ，称为参数 的最大似然估计

值，而相应的统计量
1 2

(̂ , , )
n

X X ，X  称为参数 的最大似然估计量。 

若总体 X 属于连续型，设总体的概率函数为 ( ; )P x  ， ，其中 是一个未知参数或几个未知参数

组成的参数向量，是参数空间， 1 2, , , nX X X 是来自该总体的一个样本，将样本的联合概率函数看成

的函数，用 1 2( ; , , ) nL x x x 表示，简记为 ( )L  。 

1 1 2 2( ) ( ; , , ) ( ; ) ( ; ) ( ; )nL L x x p x p x p x    = =  

( )L  称为样本的似然函数，如果某统计量 ( )1, , nx x 
 

= 满足 

( ) max ( )L L


 



=

 
则称



是 的最大似然估计。 

1.2.2 一般步骤 

设 ( )1, , nX X 为总体 X 的一个样本， 1, , nx x 为样本值。若总体 X 为连续性，概率密度为

( ; )f x  ， 
引入似然函数  

1

( ) ( ; )
n

i
i

L f x 
=

= ，     1,2, ,i k=  

求使 


 最大，通常对 ( )L  先取对数， 

ln ( ) ln ( , )
n

i
i

L f x =
 

再求导，令其为结果为 0。 

ln 0
i

L



=

  

求出 ( )L  的极大值点 1, 2,( )k   
   

= ，


即为 的极大似然估计。 

若总体 X 为离散型，则 ( )L  中的 ( ; )if x  以｛ i iX x= ｝代替。 
优点：相合性与渐进有效性、渐进正态性等，可以计算一些比较复杂的点估计。 
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缺点：极大似然法一定要知道总体分布形式，并且一般情况下，似然方程组的求解比较复杂，一般需

要在计算机上通过迭代运算方能计算出其近似解，且并不是通过求导数都获得极大似然估计值的。 

1.3 区间估计 

对单个的未知量，人们往往在测量与计算时，并不会满足得到近似值，还会计算出误差。要求得到一

个近似值的精确范围。除了求出未知参数的点估计外，人们还希望可以估计出一个精确的范围，并且希望

得到这个参数真值的可信程度。这样的范围通常以区间的形式给出。这种形式的估计称为区间估计，这样

的区间即所谓置信区间，现在我们引入置信区间的定义[6]。 

1.3.1 置信区间 

设总体 X 的分布函数 ( ; )F x  含有一个未知参数 ，   ( 是可能取值的范围），对于给定值

(0 1)   ，若由来自 X 的样本
1 2
, ,

n
X X ，X 确定的两个统计量

1 2
( , , )

n
X X ，X =  和

1 2
( , , )

n
X X ，X =  ( )  ，对于任意 满足 

1 2 1 2
{ ( , , ) ( , , )} 1

n n
P X X ，X X X ，X        −  

则称随机区间( , )  是 的置信水平为1 − 的置信区间， 和 分别称为置信平为的1 − 双侧置

信区间的置信下限和置信上限，1 − 称为置信水平[7]。 

1.3.2 置信区间求法 

（1）寻求一个样本
1 2
, ,

n
X X ，X 和的函数

1 2 n
, ,( );W W X X ，X =  ，使得W 的分布不依赖于

以及其他未知参数，称具有这种性质的函数W 为枢轴量。 
（2）对于给定的置信水平，定出两个常数a ,b使得： 

1 2
, , ; 1{ ( ) }

n
P a W X X ，X b a   = −  

若能从
1 2
, , ;( )

n
a W X X ，X b   得到与之等价的 的不等式    ，其中

1 2
( , , )

n
X X ，X =  ，

1 2
( , , )

n
X X ，X =  。那么( , )  就是 的一个置信水平为1 − 的置信区间，枢轴量

1 2 n
, ,( );W W X X ，X = 

的构造，通常可以从 的点估计着手考虑。常用的正态总体的参数的置信区间可以用上述步骤推得。 

1.3.3 常见的单个正态分布的求法 

（1）对作区间估计，
2 已知，由于 (0,1)

X
Z N

n





−
=   

则均值置信度为1 − 的置信区间为： 

2

X Z
n







  
   

（2）对作区间估计，
2 未知，由于  ( 1)

X
t t n

S
n

−
= −                     

则均值置信度为1 − 的置信区间为： 

( 1)2
 

 − 
 

SX t n
n  

（3）对
2 作区间估计，  未知，由于

2 2
2

2

( 1)
( 1)

n S
n


 

−
= −  
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则
2 置信度为1 − 的置信区间为： 

( ) ( )2 2

1
2 2

2 2（n-1)s （n-1)s
,

1 1n n
 

 
−

 
 
 
 −
 

− 
 

 

2 参数估计的应用 
2.1 矩估计的应用 

例 1 某车间制造厂，一天中车床出现故障的次数 X 是一个随机变量，假设它服从以 0  为参数的泊

松分布，参数 λ为未知。现有以下的样本值，试估计参数。 
出故障次数 k 0  1  2  3  4 5 6 7  

发生 k 次故障的天数
k
n  75 90 54 22 6 2 1 0 ∑=250 

解： 因为 ( )X   ，故用样本均值来估计总体的均值 ( )E X 。 
由已知数据计算得到： 

6

0

6

0

k
k

k
k

kn

x

n

=

=

=



=1/250[0×75+1×90+2×54+3×22+4×6+5×2+6×1]=1.22，即 ( )E X = 的估计为 1.22。 

例 2  设某种饮料的净重
2( , )X N   ，其中

2,  未知，现在随机抽取 8 瓶，试估计总体饮料的净重.
测得每瓶重量为（单位为克）。 

453 457 454 452.5 453.5 455 456 451 

由正态总体的均值和方差 

1

1 n

i
i
X X

n


=

= =                                                                      ① 

2 2 2

1

1 ( )
n

i n
i
X X S

n


=

= − =                                                               ② 

将样本的观测值代入上式，可计算得： 




=455， 
2




=3.31 

估计总体饮料的净重为 455 克。 
例 3  设总体 X 在[a,b]上服从均匀分布，a，b 未知。

1 2
, ,

n
X X ，X 是来自 X 的样本，试求 a，b 的矩

估计量。 
解：

1
( ) ( )/ 2E X a b = = +  

   
22

1
( ）= ( ) ( )E X D X E X  = +    

      
2 2(b-a）/12+（a+b）/4=  

即：                                                            
1

2

2 1

a+b=2

b-a= 12（ - ）



 





 

解方程组得： 
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2

1 2 1

2

1 2 1

a= - 3（ - ）

b= + 3（ - ）

  

    

分别以
1 2
,A A 代替

1 2
,  ，得到 a，b 的矩估计量分别为（注意到

2 2 2

1 1

1 1
= ( )

n n

n n

i i
i i

X X X X
= =

− −  ） 

2 2

1 2 1
1

2 2

1 2 1
1

3
a=A - 3（A -A ） ( )ˆ

n

3
b̂=A + 3（A -A ） ( )

n

n

i
i

n

i
i

X X X

X X X

=

=

= − −

= + −




 

2.2 最大似然估计的应用 

例 4 设有外形完全相同的两个袋子，甲袋有 99 个红球 1 个黄球，乙袋有 1 个红球 99个黄球。今随机地

抽取一袋，然后再从这袋中任取一球，结果发现是红球。问这个袋子是甲袋还是乙袋？ 
现在的问题是，仅仅从取出的球是红球这一点是无法从逻辑上严格加以判定该袋究竟是甲袋还是乙袋

的。但是如果现在一定要我们做出选择，那么我们只能这样来考虑：从袋中取出的球是红球这一点来看，

甲袋和乙袋哪个看上去更像是真正从中取球的袋子？ 
我们这样来分析：如果该袋是甲袋，则取得红球的概率为 0.99；如果该袋是乙袋，则取得红球的概率

0.01。因此，用“该袋是甲袋”来解释所取的球是红球这一事件更有说服力一些，从而我们判定甲袋比乙袋更

像一些。最后我们做出推断，这球是从甲袋取出的。 
 “最大似然原理”，在很多情况下其实就是我们决策时的依据。 
一个总体往往都有若干个重要的参数。比如，对于正态总体来说，均值和方差就是两个非常重要的参

数。但是在很多情况下，这些参数往往是不知道的，这就需要我们利用抽样所得的部分数据来做统计推

断。 
假设我们现在获得了一组数据，记为 x，我们需要做的是，利用 x 中所包含的信息来推断总体中的未知

参数值。显然，未知参数是有其取值的范围的，我们现在要做的是，在参数可能的取值范围内寻找到一个

“看起来最像”的那个值来作为未知参数的估计值. 
现在，假设有甲乙两支足球队要进行比赛，某老汉很认真地看了这两支足球队的相关资料，并作了细

致的分析，得出了甲队战胜乙队的概率为 p。但是在第二天被朋友问及此事时，该老汉一时犯昏把数字给记

混了。他只知道甲队战胜乙队的概率 p 只可能取如下几个值 0，0.1，0.3，0.5，0.75，0.9，但一点也记不清

到底哪个数字才是真实的。也就是说，在这个时候，这五个数字没有哪一个看上去更像是真实的 p。于是他

开始翻看随身携带的一些资料，发现与这两支足球队有关的资料只有一条，这就是他们在某日的比赛中以

平局收场。 
看完这组资料以后，老汉再来看以上这六个数字时，发现 0.5 看起来最像，因为用 0.5 来解释刚才看到

的资料最有说服力。如果老汉看到的资料中说甲队在某日的比赛中战胜了乙队，那么此时 0.9 将是看起来最

像的。由此可见，极大似然估计在生活中，最简单的使用就是当然性，就是我们对事情最有可能出现哪种

情况的判断，想着就最有可能是那样，其实里面就包含了我们学习的最大似然估计的原理[8]。 
例 5  要估计湖中有多少条鱼，从中捞出 1000 条来，标上记号后放回湖中，然后再捞出 150 条鱼发现其

中 10 条鱼有记号，问湖中有多少条鱼，才能使 150 条鱼中出现 10 条带记号的鱼的概率最大？ 
设估计湖中有鱼 N，从中捞出 r 条，放回后捞出 s 条，发现 x 条有记号。 
因为第二次捞出来的鱼为随机变量，用 X 表示，所以 X 服从超几何分布： 

     P{X=x}= /x s x s
r N r NC C C−

−
, max{0,s-(N-r)}   xmin(r,s)   
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令似然函数 ( )L N  为 P{X=x} ，即： 

( )L N = /x s x s
r N r NC C C−

−  
由极大似然原理，应选取 ( )L N 达到最大值的 N 做为 N



的估计值，发现对 ( )L N 关于求导很复杂，用

( )L N 与 ( 1)L N − 的比值： 
2

2

( ) ( )
( 1) ( ) ( ) ( )
L N N r N s N r s N rs
L N N N r s x N r s N xN

− − − + +
=  =

− − − − − + +  

 ( )L N 在
rsN
x

= 时取到最大值，N 为正整数，则取 [ ]rsN
x



= 为 N 的极大似然估计值， 

                             
rsN
x

  

代入数据得： 

                    

1000 150
10

N 
 =15000

 
所以出现 10 带记号的鱼的概率最大，湖里至少有 15000 条鱼。 
在工业中用极大似然法来估计产品的合格率。 
例 6  设某工序生产的产品的不合格率为 p，抽 n个产品作检验，发现有T个不合格，试求 p的极大似

然估计。 
解：设 X 是抽查一个产品时的不合格品个数，则 X 服从参数为 p的二点分布 ),1( pb ．抽查 n个产品，

则得样本 nXXX ,,, 21  ，其观察值为 nxxx ,,, 21  ，假如样本有T 个不合格，即表示 nxxx ,,, 21  中有T 个

取值为１， Tn − 个取值为 0。 
写出似然函数： 


=

−
−=

n

i

xx ii PppL
1

1)1()(
 

对 )(pL 取对数，得对数似然函数： 


==

−−+−=−−+=
n

i
i

n

i
ii ppxpnpxpxpl

11
)]1ln([ln)1ln()]1ln()1(ln[)(

 
故将 )(pl 对 p求导，令其为 0，得似然方程： 

0
)1(

1
1

)
1

11(
1

)(
11

=
−

+
−

−=
−

++
−

−= 
==

n

i
i

n

i
i x

ppp
n

pp
x

p
n

dp
pdl  

解方程得： 

xx
n

p
n

i
i == 

=1

1
ˆ

 
故用得 p的极大似然估计为： 

Xp =ˆ  
生物方面也用极大似然法做统计。 

2.3 区间估计法的应用 

例 7  假设参加某种寿险投保人的年龄服从正态分布，标准差为 σ=7.77 岁。从中抽取 36 人组成一个简

单随机样本（重复抽样），其平均年龄为 39.5 岁，试建立投保人平均年龄 μ的 90 %的置信区间。 



 

- 8 - 
www.ivypub.org/mc 

解：假设用随机变量 X 表示某种寿险投保人的年龄，则由已知条件有
2~ ( ,7.77 ), 39.5X N X = ，

n=36。 
与置信度 90%相对应的 α=0.10，查表，得到 ： 

0.10 0.05
2

1.645Z Z= =  

由公式 2
X Z

n




得，总体均值 μ的置信度为 90%的置信区间为： 

2

7.7739.5 1.645 (37.37,41.63)
36

X Z
n


 =   =

 
 于是可以说，寿险投保人总体的平均年龄介于 37.37 到 41.63 岁之间。 
例 8  有一批饼干，现从中随机地取 16 袋，称得重量（以 g 计）如下： 

506 508 499 503 504 510 497 512 

514 505 493 496 506 502 509 496 

设袋装饼干的重量近似地服从正态分布，试求总体均值的置信水平为 0.95 的置信区间。 
解：这里

0.025
1- =0.95， =0.025，n-1=15，t （15）=2.1315

2
 ，由给出的数据算得 503.75,s 6.2022x = = 。 

由 ( 1)2
 

 − 
 

SX t n
n

得均值的一个置信水平为 0.95 的置信区间为： 

6.2022503.75 2.1315
16

 
  

   
即（500.4，507.1） 
这就是说估计袋装饼干重量的均值在 500.4g 与 507.1g 之间，这个估计的可信程度为 95%，若以此区间

内任一值作为的近似值，其误差不大于 6.2022 2.1315 2=6.61g
16

  ，这个误差估计的可信程度为 95%。 

3 讨论 
文中主要聚焦于矩估计、最大似然估计和区间估计的基本理论，系统地讨论了它们的优缺点。在研究

中，我们发现矩估计在某些情况下具有简便性和直观性，但在处理非线性问题时可能存在一定的限制。最

大似然估计则以最大化似然函数为目标，提供了一种更为统一和一致的估计方法，但在样本较小或模型复

杂时可能面临数值计算上的挑战。而区间估计则为估计结果提供了一定的置信区间，更有利于对估计精度

进行全面的评估。 
通过引入实际例子，我们更深入地揭示了参数估计的本质规律。这些例子不仅帮助我们理解不同方法

的应用，还在实际问题中展示了它们的效果。这对于方法选择和应用提供了更为深刻的认识，使我们能够

更加灵活地运用这些方法解决具体问题。 
总的来说，本文的讨论为研究者提供了一个全面了解参数估计方法并在实践中灵活应用的基础。这对

于推动统计学领域的研究和实际应用都具有重要的意义。未来的研究方向可以进一步探索不同参数估计方

法在特定领域的应用，以及如何更好地克服各种潜在限制。 

4 结论 
本文详细探讨了参数估计的三种主要方法：矩估计、最大似然估计和区间估计。矩估计以其直观和简

便的特点被广泛使用，但在处理非线性模型和高阶矩时存在明显局限。相比之下，最大似然估计提供了更

为一致的结果，尽管在数值计算方面可能面临挑战。区间估计为估计结果提供了可信度的度量，为决策者

提供更全面的信息，有助于准确评估估计的精度和可靠性。 
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